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1. EINLEITUNG

Es set E ein normierter Vektorraum iiber dem Korper der reellen oder
komplexen Zahlen und V eine nichtleere Teilmenge von E. Wenn fiir ein
Element faus E und ein Element vy aus V || f— v, || << |'f — v || fiir alle v aus
V gilt, so heiBt ¢, Minimallosung fiir f beziiglich V. Zur Charakterisierung
von Minimallgsungen in normierten Vektorrdumen werden von Brosowski [2]
zwei Verallgemeinerungen des Kolmogoroffschen Kriteriums aus der Theorie
der Tschebyscheff-Approximation, das globale und das lokale Kolmo-
goroffsche Kriterium, verwendet. Das globale Kolmogoroffsche Kriterium
bildet ein stets hinreichendes Kriterium fiir eine Minimalldsung und stellt
bei der Approximation durch Elemente aus linearen Riaumen [4] und aus
konvexen Mengen [3] sogar eine notwendige Bedingung dar. Im allgemeinen
ist es jedoch nicht notwendig. Brosowski [2] charakterisiert mit Hilfe linearer
Funktionale sogenannte reguldare Mengen in normierten Vektorrdumen und
zeigt, dal} eine Teilmenge V von E genau dann reguldr ist, wenn jede
Minimaldsung beziiglich V' dem globalen Kolmogoroffschen Kriterium
geniigt. Er nennt diese Mengen auch Kolmogoroff-Mengen 1. Art. Im 1. Teil
dieser Arbeit werden die reguliren Mengen durch Eigenschaften von
Hyperebenen charakterisiert, weil uns diese Art der Charakterisierung eine
anschaulichere Vorstellung tiber die Gestalt der reguldren Mengen zu geben
scheint. Wir nennen die so charakterisierten Mengen H-reguldr. Im zweiten
Teil dieser Arbeit wird gezeigt, dall alle Mengen, die in gleichen Punkten
H-regulir sind, eine beziiglich dieser Eigenschaft maximale Obermenge
besitzen. Diese maximalen Mengen werden mit Hilfe des lokalen
Kolmogoroffschen Kriteriums erzeugt.

In der Arbeit werden folgende Bezeichnungen verwendet:

P.(f) ist die Menge der Minimallésungen fiir ein Element f beziiglich V.

K(x) ={yveE''x —yl =lr fiir r >0
K.(x)={ye E\\~11'< fir r>0
Rd K, (x) == K,(x)\K(x) fir r >0
Fiir r = 0 sei Ky(x) = {x} und Ky(x) =
103
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2. CHARAKTERISIERUNG DER KOLMOGOROFF-MENGEN 1. ART DURCH
EIGENSCHAFTEN VON HYPEREBENEN

Wir ordnen jedem Element f/ aus E die Teilmenge des Dualraums E*
Lo {LeE* LT -2 L L(f) = f}
zu. Man nennt sie die Menge der Abweichungsfunktionale von f. Sie ist
o( E*, E)-kompakt, konvex und nichtleer, besitzt also nach dem Satz von

Krein—Milman Extremalpunkte, deren Menge wir mit E; bezeichnen.
Nun lautet das globale Kolmogorofische Kriterium:

Hirssatz 1. Gilt fiir alle v aus V

min Re L{r — vy) << O mit vy aus V',
LeElvtu

$0 ist vy eine Minimallosung fir f beziiglich V.
Einen Beweis findet man bei Brosowski {1].

Da die Umkehrung im allgemeinen nicht gilt, nennt man eine nichtleere
Teilmenge V von E eine Kolmogoroff-Menge 1. Art, wenn jede Minimal-
1osung beziiglich V' diesem Kriterium geniigt. Brosowski {2] hat die
Kolmogoroff-Mengen 1. Art durch Eigenschaften linearer Funktionale
charakterisiert. Da zwischen linearen Funktionalen und Hyperebenen ein
enger Zusammenhang besteht, wird in dieser Arbeit eine Charakterisierung
der Kolmogoroff-Mengen 1. Art durch Hyperebenen vorgenommen. Dazu
bendtigt man einige Yoraussetzungen.

DermniTION 1. Es sei £ ein normierter Vektorraum, x ein Element von £
und r eine positive Zahl. Eine Teilmenge A von E heilit Stiitzmenge von
K,(x), wenn

d(A, K. (x)) = )19; v —wi=0und 4 N KJ(x) = @&

wel_fr(x)

ist. Ist A eine Hyperebene von E, so heit A4 Stiitzhyperebene von K (x).
HiLrssaTz 2. E, x und r seien wie oben gegeben. Fiir jedes L aus E* mit
| Ll == 1 stiitzt die Hyperebene H in E, definiert durch,
H—={yeE Lx—y) ==ry ={yeE L(y) = L(x) —r} (1)

die Kugel K (x) und fiir jede Stiiizhyperebene H von K,(x) existiert eindeutig
ein L aus E* mit|| L] == 1, so dap (1) gilt.

Der Hilfssatz wurde von Singer [4] bewiesen.
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DEerNITION 2. Essei H eine Hyperebene in Emit H = {y € E: L(y) = a}.
Dann liegen zwei Elemente g, /2 aus F auf der gleichen Seite von H (bzw. echt
auf der gleichen Seite von H), wenn

{g, iy C{y:Re L(y) == Rea} oder {g i} C{y:ReL(y) < Reaq}
(bzw. wenn
{g, h} C{y:Re L(y) > Rea} oder {g, i C{y:RelL(y) < Rea})

gilt.
Aus Hilfssatz 2 folgt sofort, daf} fiir jedes L aus 2_, die Hyperebene H,
definiert durch

H={yeE:L(f—y) =|]—0vl

eine Stiitzhyperebene an K“f‘vou( f) mit v, in H ist. A, bezeichne die
Menge aller Stiitzhyperebenen an K ,,T,OH( f) im Punkt v, .

Fiir jedes v aus E sei auBerdem 5%, (v,) die Menge aller Hyperebenen H
in £ mit v, in H, so dall » und fecht auf der gleichen Seite von H liegen.

Als letztes Hilfsmittel bendtigen wir einen 3. Hilfssatz:

HILFSSATZ 3.  Gegeben seien [ und vy aus E mit | = vy und ein reelles A mit
0 <AL f—uyll. Dann gilt fiir jedes v aus K,(vy) und fiir jedes H aus
J/,_,,o: HO(f +{av —f): ae K}) ist einelementig.

Beweis. Wegen He ,}f}_% ist infeyllf— Al =11f—uv,l. Fiir jedes
v e Ky(vy) gilt auBerdem:

If=(f+ v =0 =llvy—vl] <A< —wnll
Deshalb folgt f — v -+ v, ¢ H und, da v, € H liegt,
{a(v — f): e K} N (H — vy) = {0}

Daraus ergibt sich die Behauptung,.
Nun koénnen die Kolmogoroff-Mengen 1. Art durch Eigenschaften von
Hyperebenen charakterisiert werden.

DeriNiTioN 3. Es sei V' eine nichtleere Teilmenge von E und 7, ein
Element aus V. V heiit H-regulir in v, , wenn fir jedes Element f aus E\V,
fiir jedes Element v aus ¥ mit éf,_% enthalten in 5%, (v,) und fiir alle reellen A
mit 0 << A < §{|f — v, || ein Element v, aus ¥ und ein H aus J#;_,_ existieren,
so daB folgende Bedingungen erfiillt sind:
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(a) Fir

W)= Ho (/4 (e — /) e K))
und
A‘tl;”} P Rdeer“‘(f) [ (f - :(X(U/\ ’_“f) X (':

gift:

fund rz, liegen echt auf der gleichen Seite von (¢" — ') + H.
(b) flon— il <A

V heillt H-reguldr, wenn V in jedem Punkt H-regulir ist,

Dann lautet der Charakterisierungssatz fiir Kolmogoroff-Mengen 1. Art:

Satz 1. Essei V eine Teilmenge von E. Dann ist V H-regulir genau dann,
wenn V eine Kolmogoroff-Menge | Art ist.

Der Beweis stiitzt sich auf folgende Hilfssitze:

HiLessatz 4. Es seien f, v und v, Elemente von E. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

min Re L{¢ — ) =20,

LEE):,,FO

min Re L{v — vy) =< 0.

LeX,
=y

Einen Beweis findet man bei Brosowski [1].

HILFSSATZ 5. Eine Teilmenge V' eines normierten Raumes E sei in v, aus
V' H-regulir. Auflerdem existiere fiir ein [ aus E\V ein v aus V mit #, oy
enthalten in ; (vy). Dann ist vy keine Minimallosung fiir [ beziiglich V.

Beweis. Wegen der Voraussetzungen cxistieren fiir alle reellen A mit
0 << A4 f—ryleine, eV und ein He #;_, mit: v, und f liegen echt
auf der gleichen Seite von

o o) H und es gilt Toy — ol < A
Da (¢" — t') |- H eine Hyperebene ist, existieren ein ¢ € i€ und ein L ¢ E* mit
(" —v)y--H={yeE Lly) ¢}

Deshalb ist Re L(f) > Re ¢ oder Re L(f) << Rec. Es genligt, den Fall
Re L(f) > Re ¢ zu betrachten (der Beweis verlduft im anderen Fall analog).
Wegen der Voraussetzungen ist damit auch Re L(¢,) > Re c.
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Nun ist »” nach Definition 3 folgendermalien gebildet:

I/ — vl _ o __H.f_UOH L/ — voll .
e G D= =) e e
Wegen v’ € H ist v" € (v" — v') 4+ H und damit Re L(¢v") = Re ¢. Nun kann
die Annahme ||f — v, < || f — v,!] zum Widerspruch gefiihrt werden. Es
folgt ndmlich:

v = f

" H f I [ / — lﬂ i a o a
ReL(v)>Rec( ‘\j—L\]\)+M\\f~ AHRecVRec.
Dies ist ein Widerspruch und deshalb gilt |/ — vy!] > ||/ — vy, also ist
vo ¢ Pu(f).

Beweis von Satz 1. Zunéchst sei V' H-reguldr in v, und v, € Pp(f) fiir ein
fe E\V. Nach Hilfssatz 5 existiert deshalb zu jedem v € V ein H € #,_ % mit
H ¢ J; ,(v,), dh. es existiert eine Stiitzhyperebene H an K,_, J(f) in LO, so
daB} fund v nicht echt auf der gleichen Seite von H liegen. Da He H,_,
existiert nach Hilfssatz 2 ein L e X, , mit

H={yeE L(f—yp) =/l

Also gilt fiir alle we H: Re L(w) = Re Lf) —||f — vy ll. Fiir f und v gilt
deshalb wegen Re L(f) > Re L(f) — |/ — v, |I:

Re L(v) << Re L(f) — i/ — vy [l = Re L(,).

Daraus ergibt sich Re L(v — v,) < O fiirein Le 2;_, .

Nach Hilfssatz 4 existiert dann ein L e E,_ 2, mit Re L(v — 1y) <0, also
ist V eine Kolmogoroff-Menge 1. Art.

Nun seien ein f€ E\V und ein v, € V gegeben. AuBerdem existiere ein v e V'
mit #;_, C H#; o(vy). Fiir alle H e H;_y, gilt also nach Voraussetzung, daB f
und v echt auf der gleichen Seite von H liegen. Dann gilt fiir alle
Le Zf—% Re L(v) > Re L(vy). Also ist Re L(v — vy) > O fiir alle L& E;_,_ .
Da ¥V nach Voraussetzung eine Kolmogorofl-Menge 1. Art ist, ist v, ¢ Py( f).

Nun sei ein reelles A mit 0 << XA <{ LJ|f— v, beliebig gewihlt. Wir
konstruieren ein v, € V' mit den gewiinschten Eigenschaften.

Es sei v:=XC2[f—vINf—0v) +vo. Wegen 2, =2, Iist
E; o = E; und deshalb Re L(v — vy) > O fiir alle Le E;_, . Da V eine
Kolmogoroff Menge 1. Art ist, ist v, ¢ P(7). Deshalb ex1st1ert ein v, € V mit
I =0l <|l? — ol = A/2 und

loa —voll <llon — 0l -+ 10— v <A
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AuBerdem ist

ARSI R I SN Y
UL = NS ) E
<N =gl — N2 N2 =}f— 1.

Nunsei H e C%,,,.ﬂ beliebig. Man bilde ©" und ¢” geméf Deﬁnition 3. Wegen
f = oy < oy = e und e = f (S vy S — s — )
ist vy ef{af - (1 — )" 0 < w <7 1}, Es muB noch gezeigt werden, daB} f
und v, echt auf der gleichen Seite von (¢v" —¢') -+ H liegen. Da nach
Voraussetzung [ # v, und 0 <2 A -2 LV f v, ist, folgt nach Hilfssatz 3:

HO( - {aley, —f) e KD
ist einelementig.
Wegen v/, ¢" € (f =+ {alv, — f): we i) und v" e (¢" — ¢') -+ H ergibt sich
deshalb:
(" —0") + H)N(f - {alvy, —f)rae K}
=" ) - YN (" — o - f ey, — ) e KD

= (M
=AUy,

also st {af + (1 — a)0":0 << o =L 1OV — ') + H) == &7,
Nun existieren ein L € E* und ein ¢ € K mit

-t H o {w Liw) = o).

Da f¢ (" — ') -~ H liegt, gilt entweder Re L(f) = Re ¢ -= Re L(z") oder
Re L(f) << Rec == Re L(¢"). Es geniigt, den Fall Re L(f) > Rec zu
betrachten.

Wegen ¢” € Rd K;f,%u(f) und || f — oyl << IS — vol = f — 0"} ist
Rec = Re 1) = (1 = L=l Re £(f) + L0t Re 1)
=t g Lo lv I
< {1 = 1]) Rec 17— " Re L(n),
also ist
= - 10 I
Hf—LMR 1f— !RL(L‘)
und damit

Re ¢ << Re L(p,).

Also liegen fund v, echt auf der gleichen Seite von ¢ — v’ -+ H.
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3. EINBETTUNG VON KOLMOGOROFF-MENGEN 1. ART MIT HILFE DES LOKALEN
KOLMOGOROFFSCHEN KRITERIUMS

Zur Formulierung des lokalen Kelmogoroffschen Kriteriums bendtigt man
folgende Menge.

Es sei E ein normierter Vektorraum und V eine Teilmenge von E. Jedem
Element ¢, aus V ordnen wir die Menge der Elemente g aus E zu, fur die gilt:
Fiir jede Umgebung U von g und fiir alle positiven reellen e existiert e¢ine
reclle Zahl o mit 0 << % < € und ein Element g" aus U mit ¢, + ng’ aus V.
Diese Menge ist ein nichtleerer abgeschlossener Kegel mit dem Scheitel O.
Man nennt sie K{v, ; V].

Dann lautet das lokale Kolmogoroffsche Kriterium:

HiLFssATz 1. Ist vy eine Minimallosung fiir das Element f beziiglich V,
so gilt fiir alle h aus K[y : V]:

min Re L(h) =< 0.
LeE

SE;_,

Einen Beweis findet man bei Brosowski [1].

Unter Verwendung des globalen Kolmogoroffschen Kriteriums ergibt
sich sofort

FOLGERUNG 1. Ist vy, Minimallosung fiir [ beziiglich V, so ist O Minimal-
losung fiir { — v, beziiglich K[v, ; V].

Das lokale Kolmogoroffsche Kriterium gilt fiir alle Teilmengen V' von E,
fiir die v, eine Minimallésung fiir f ist. Man kann deshalb untersuchen,
ob man ein V so wihlen kann, daB unter der Bedingung, daB v, Minimal-
losung fiir f beziiglich V" bleibt, die Menge K[v, ; V] maximal wird. Dazu
dient der nichste Hilfssatz.

HiLrssatz 2. Es sei V eine Teilmenge eines normierten Raumes E und v,
aus V eine Minimallosung fiir [ beziiglich V. Auferdem sei ein € > 0 beliebig
gegeben. Dann gilt fiir jede Menge

Vo= VU 0 (Ky () N KAvy)):

K (vy)
(a) e Pﬁe(f)
(b) ist vy € Py(f) fur eine Teilmenge V von E, so ist K[vy ; V1C Klvy ; V]

(c) fir e >0, e >0 gilt: Klvy: V.1 = Klv,:V.], die Menge
Klv, ; V] ist also fiir jede Wahl von € = 0 gleich ”
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Beweis. (a) ist trivialerweise erfiillt wegen der Konstruktion von V, .
(b) Es sei I eine Teilmenge von E mit v, € Pp(f) und g & K[z, ; V] mit
g+ 0.
() {oo +Ag: A =00 0 Ky () = 5.
Nach Folgerung 1 gilt: 0 & ch{u ¢(/ — ve) und deshalb ist v, Py ixtog 01 F).
Da{v, + Ag: A 2 0} Coy + [z*o ; V]ist, folgt die Behauptung.

(i) geKfp,; V] firalle e > 0.

Essei ¢umit 0 < gy << min(l, ¢)fiirein e > 0 und die Umgebung U == K.(g)
gegeben, wobel 0 < ¢ <{ ¢, ist. Man bilde g’ € U mit

Fiir

X € -
0 <y < gt € < € < min (1, €)
1

gilt dann {og — (5 + g << 3,2 < de. Also st vy -+ mg’ € K(vg) N
{v, + Ag: A = 0). Wegen (i) ist

G+ g e [ Kipg(H) N K20)

Kelwy)

und damit v, -+ ng’ € V.. Wegen der Definition von K[p, ; ¥/.] ist deshalb
g€K[p,; V] Da auBerdem stets Oe K[uy: V1N Klpy: V] gilt, folgt
K[y ; VIC Klwy ; VL.

{¢) Es sei & >0, & ’ZO Da vy€ Py, (f)(\Py (f) gilt, ist nach (b)
sowohl K[v,; V 1 C Klvg s Ve ] als auch K[v0 i V. J C K[vn V. 1

Da K|y, ; V] fur jedes ¢ > 0 gleich ist, wird diese Menge ab sofort nur
noch mit K[z, : V'] bezeichnet.

Aus Hilfssatz 2 ergibt sich folgende Erweiterung des lokalen Kolmo-
goroffschen Kriteriums:

HiLrssatz 3. Ist vy eine Minimallosung fiir f beziiglich V, so gilt fiir alle h
aus Klv, ; V'
mm Re L <

Als ndchstes soll gezeigt werden, daB} jede Kolmogoroff-Menge 1. Art V fir
ein beliebiges Element v, aus V in r, -+ K[t, ; V'] enthalten ist. Wie ein



H-REGULARE MENGEN 111

Beispiel zeigen wird, ist dies fiir , + K[rp ; V]im allgemeinen nicht der Fall.
Fir diese FEinbettung wihlt man eine andere Charakterisierung der
Kolmogoroff-Mengen 1. Art.

DerINITION 1. 2, heildt ein solarer Punkt von V, wenn fiir jedes Element f,
fiir das v, eine Minimalldsung beziiglich V ist, und fiir alle A > 1 giit: ¢, ist
Minimalldsung fiir v, + A(f — v,) beziiglich V. Ist jeder Punkt von V solar,
so heil3t ¥ eine a-Sonne.

Satz 1. Fiir eine Teilmenge V von E sind folgende Aussagen gleichwertig:

(a) Vist eine Kolmogoroff~Menge 1. Art
(b) V ist eine a-Sonne

(¢) Vist regulir

(dy Vist H-regulir

{(b) <> (c) wurde von Brosowski [1] bewiesen.

SATZ 2. Es sei V eine Teilmenge eines normierten Raumes E und v, aus V
sei ein solarer Punkt von V. Ist vy Minimallisung fiir f aus E beziiglich V,
so gilt:

VCuy + Klvy; V1.

Beweis. (a) Es existiere kein fe E\V mit v, € Pp(f). Da aber dann
{vyl = Py(ry) ist, bilde man wie in Hilfssatz 2 flir f-=1¢, und ein
e >0 V.= VUK(,). Dann gilt aber K[v,; 7] = F und somit ist
VCuy -+ Klvy; V1.

(b) Es sei e E\V mit v, € Pu(f). Man bilde fiir ein ¢ > 0 K[z, ; '].

Nun sei v, € V. Da v, ein solarer Punkt von V ist, also nach Satz 1 das
globale Kolmogoroffsche Kriterium erfillt, gilt
min Re L(r; — v,) =< 0. (1

LeE
=7y

Esseia := infLEZMO Re L(v; — 1,y). Wegen (1) ist @ <2 0. Da Z'f,,,o o(E*, E)-
kompakt und Re L(z; — v,) in L € E* o(E*, F)-stetig ist, ist die Menge

H={LeX, , :RelL(t; — ) =d

-2

nichtleer. Sie ist auBerdem konvex und o(E*, E)-abgeschlossen und als
Teilmenge von Zf,,l,o somit o(E*, E)-kompakt, besitzt also nach Krein-
Milman Extremalpunkte. Also existiert ein Extremalpunkt L von H mit

Re L(vy —v) = a = ) inf Re L(v; — vy).

=h
S=vy
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Dieses L ist deshalb auch ein Extremalpunkt von Zf#% . Fir dieses L€ E,_,
und alle A == 0 gilt:

Re Licy + Moy — o)) = Re L(vy) -+ ARe L, — ©,)
=L Re L{vy).

Wegen Re L(f) == Re L{vy) - ||/ -— vy | = Re L(v,) liegen deshalb f und
die Menge {vy + Mvy — ©y): A == 0} nicht aof der gleichen Seite von der zu L
gehorigen Stiitzhyperebene H an K, e (f) In 0y mit

H={xeE L/ —x) 0 f— 0l

Deshalb gilt: {r, < Mv, — )i A =0} N K],-,U('H(f) = ¢. Nun kann der
Beweis von Hilfssatz 2(b) auf das Element g == ¢, — ¢, angewendet werden.
Daraus ergibt sich:

v, — vg€ Kley o V1.
Unter Verwendung von Satz I ergibt sich:

FOLGERUNG 2. Essei V eine Kolmogoroff~Menge 1. Art in einem normierten
Raum E. Ist v, aus V Minimallésung fiir  aus F beziiglich V. so gilt:

VCo, - Kleg: V]

Satz 2 und Folgerung 2 haben gezeigt, dali sich eine Kolmogoroff-Menge 1.
Art V in eine Menge der Form v, + K[z, : V'] einbetten 1aBt, wobei aber
K[, ; V] nach Hilfssatz 2 nur mit Hilfe von ¥ gebildet werden kann. Nun ist
es sogar moglich, zu allen Kolmogoroffi~-Mengen 1. Art V| die ein gemein-
sames Element v, besitzen, welches MinimallGsung fiir ein f aus F ist, eine
gemeinsame Obermenge der Form v, -+ K[v, ; W], wobei W eine beliebige
Kolmogoroff-Menge [. Art der eben beschriebenen Art ist, so zu finden,
daB v, auch Minimallosung fiir f beziiglich ¢, - K{vy ; W] ist.

SAatz 3. Es sei v },,,,0 das System aller Teilmengen W eines normierten
Raumes E it vy aus W, v, ist solarer Punkt von W und f aus E besitzt v, als
Minimallosung  beziiglich W. Dann besitzt ’Vf,,,u das wmaximale Element
vy -+ K[y : V1, wo ¥V ein beliebiges Element von ¥, ist, dh. fir alle W aus

) A
Vi gilt:
70

WCe, - Kley : V]

Beweis. Es set ein Ve7, . gegeben. Zunidchst wird gezeigt, dal

vy + Klvy o Ve v, st
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(a) Da v, e Py(f) ist, gilt nach Hilfssatz 2 fiir jedes ¢ > 0:

o€ Pp(f).
Nach Folgerung 1 ist dann vg € P, k(. ;71(/)-

(b) Es sei ein ge E mit vg€ P, x1,,.71(2) gegeben. Da Kvy; V] ein
Kegel mit Scheitel 0 ist, gilt fiir alle A > 1:

wer L oy Moo+ Mg — v — k= Eklr{lf LAg = rg) — K
= . inf V]J(g~t o) — K|
=2 ool e — K )l
=Alg—1ol

nach Voraussetzung. Also ist vg € P, k(o710 + A g — t,)) und damit ist ¢,
ein solarer Punkt von v, - K[v, : I ]

Nun sei ein We ”//}_Uo gegeben.
Da v, ein solarer Punkt von W ist, gilt nach Satz 2:

WCr, -+ Klvy; W1

AuBerdem gilt fiir beliebiges V e ¥7%.., und fir jedes e > 0 nach Hilfssatz 2
wegen vy € Py (f): K[vy: W] C K[z, ; '] und daraus folgt W C v, + K[z, ; 7.
Da nach Hilfssatz 2 wegen vy € Py (f) auch Klr, ; "1 C Kfe, ; W] folgt, ist
fiir je zwei Elemente V, We 1}“
Klvg: W] = Ky : V]

Also ist das maximale Element v, + K[, ; ] von 77, r, cindeutig.

Dieses maximale Element von 77, ist fir f <= v, von E verschieden.
Denn ¢, ist eine Minimallésung fiir f bezughch vy + K[z, : V'] und deshalb
ist £¢ vy + Klvg ; V).

Satz 3 kann insbesondere auf Kolmogoroff-Mengen 1. Art angewendet
werden. Dann ergibt sich:

FOLGERUNG 3. Es sei V eine Kolmogoroff-Menge 1. Art. Dann existiert zu
Jedem vy aus V ein “/’/},L.D und V besitzt in diesem Mengensystem ein maximales
FElement. Ist f = v, , so ist diese Obermenge von E verschieden. Im allgemeinen
sind diese Obermengen der Form vy - K[v, ; 1] keine Kolmogoroff-Mengen 1.
Art.

Hq0'14/2-3
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Ein Beispiel soll zeigen, daBl es notwendig war, die Menge K|, : V] zu
K[v, : V] zu erweitern, um die Einbettung von Kolmogoroffi-Mengen 1. Art
in Mengen ¢, —~ K[r, ; ] zu erhalten.

Beispiel.  FEs sel £ .= R? und in R? sei dic Maximumsnorm [|(x, y)i| :—=
max(| x|, y|) gegeben. Dann gilt fiir die Menge V = {(x, ¥): x =0,y = 0,
x? - v% = 1} und die Elemente f = (0, 0) aus E, v, == (Vv'2/2, v2/2) aus V-

vo e Pr(f).

Auflerdem ist K{v, ; V] = {(x, )i x - v =0}

Da V eine a-Sonne und damit nach Satz 1 eine Kolmogoroff-Menge 1. Art
ist, gilt Ve 75, . Wegen vy 4 Koy ; V] = {(x, 1) x = - v2}ist I keine
Teilmenge von v, +- K[v, ; ¥]. Nach Folgerung 2 ist aber V in ¢, - K[z, : V]
enthalten.
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