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1. EINLEITUNG

Es sei E ein normierter Vektorraum iiber dem Korper der reeJIen oder
komplexen Zahlen und V eine nichtleere Teilmenge von E. Wenn fUr ein
Elementj aus E und ein Element Vo aus V j - VO II I' j - v ii fUr aile li aus
V gilt, so heil3t lio Minimallosung fUr j beziiglich V. Zur Charakterisierung
von Minimallosungen in normierten Vektorraumen werden von Brosowski [2]
zwei Verallgemeinerungen des Kolmogoroffschen Kriteriums aus der Theorie
der Tschebyscheff-Approximation, das globale und das lokale Kolmo­
goroffsche Kriterium, verwendet. Das globale Kolmogoroffsche Kriterium
bildet ein stets hinreichendes Kriterium fijr eine Minimallosung und stellt
bei der Approximation durch Elemente aus linearen Raumen [4] und aus
konvexen Mengen [3] sogar eine notwendige Bedingung dar. 1m allgemeinen
ist es jedoch nicht notwendig. Brosowski [2] charakterisiert mit Hilfe linearer
Funktionale sogenannte regulare Mengen in normierten Vektorraumen und
zeigt, daB eine Teilmenge V von E genau dann regular ist, wenn jede
Minimallosung beziiglich V dem globalen Kolmogoroffschen Kriterium
geniigt. Er nennt diese Mengen auch Kolmogoroff-Mengen 1. Art. 1m 1. Tei!
dieser Arbeit werden die regularen Mengen durch Eigenschaften von
Hyperebenen charakterisiert, weil uns diese Art der Charakterisierung eine
anschaulichere Vorstellung iiber die Gestalt der regularen Mengen zu geben
scheint. Wir nennen die so charakterisierten Mengen H-regular. 1m zweiten
Teil dieser Arbeit wird gezeigt, daB aile Mengen, die in gleichen Punkten
H-regular sind, eine beziiglich dieser Eigenschaft maximale Obermenge
besitzcl1. Diese maximalen Mengen werden mit Hilfe des lokalen
Kolmogoroffschen Kriteriums erzeugt.

In dcr Arbeit werden folgende Bezeichnungen verwendet:
PvU) ist die Menge der Minimallosungen fUr ein Elementjbeziiglich V.

Kr(x)c={yEE:"x-Y!1 rJ fUr r>O
K,.(x) = {y E E: x - y!1 < rJ fUr r > 0

Rd Kr(x) ~= K,.(x}\K,.(x) fUr r > 0
Flir r c= 0 sei KoC,) = {x} und Ko(x) = 0.
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2. CHARAKTERISIERUNG DER KOLMOGOROFF-MENGEN I. ART DURCH
EIGENSCHAFTEN VON HYPEREBENEN

Wir ordnen jedem Elementf aus E die Teilmenge des Dualraums E"

1:} {L E E*: :1 Li I, L(J) fj

zu. Man nennt sie die Menge der Abweichungsfunktionale von;: Sie ist
a(E*, E)-kompakt, konvex und nichtleer, besitzt also nach dem Satz von
Krein-Milman Extremalpunkte, deren Menge wir mit Et bezeichnen.

Nun lautet das globale Kolmogoroffsche Kriterium:

HILFSSATZ I. Gilt fur aile u aus V

min Re L(v- uo) 0 mit Uo aus 1/,
LEE1-1:

0

so ist Uo cine Minimallosungfur f bezuglich V.

Einen Beweis findet man bei Brosowski [I].

Da die Umkehrung im allgemeinen nicht gilt, nennt man cine nichtleere
Teilmenge V von E eine Kolmogoroff-Menge 1. Art, wenn jede Minimal­
I6sung beziiglich V diesem Kriterium geniigt. Brosowski [2] hat die
Kolmogoroff-Mengen 1. Art durch Eigenschaften linearer Funktionale
charakterisiert. Da zwischen linearen Funktionalen und Hyperebenen ein
enger Zusammenhang besteht, wird in dieser Arbeit eine Charakterisierung
der Kolmogoroff-Mengen 1. Art durch Hyperebenen vorgenommen. Dazu
benotigt man einige Voraussetzungen.

DEFINITION 1. Es sei E ein normierter Vektorraum, x ein Element von E
und r eine positive ZahI. Eine Teilmenge A von E heiSt Stiltzmenge von
Kr(x), wenn

d(A, Kr(x)) = inf I v - IV = 0 und A n Kr(x) ==
).!EA

wEKr(x)

ist. 1st A eine Hyperebene von E, so heiSt A Stiltzhyperebene von KrCx).

HILFSSATZ 2. E, x und r seien wie oben gegeben. Fur jedes L aus E* mit
II L 11 0== 1 stUtzt die Hyperebene H in E, definiert durch,

H -= {y e E: L(x -- y) r} {y E E: L(y) = L(x) -- r} (1)

die Kugel Kr(x) und fur jede Stiltzhyperebene H von Kr(x) existiert eindeutig
ein L aus E* mit II L II 1, so dajJ (1) gilt.

Der Hilfssatz wurde von Singer [4] bewiesen.
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DEFINITION 2. Es sei}{ eine Hyperebene in Emit}{ == {y E E: L(y) = a}.
Dann Iiegen zwei Elemente g, h aus E auf der gleichen Seite von }{ (bzw. echt
auf der gleichen Seite von }{), wenn

{g, h} C {y: Re L(y)

(bzw. wenn

Re a} oder {g, h} C {y: Re L(y) ~ Re a}

{g, h} C {y: Re L(y) > Re a} oder {g, h} C {y: Re L(y) < Re an
gilt.

Aus Hilfssatz 2 falgt sofart, daJ3 fUr jedes L aus ,1)1_" die Hyperebene H,
o

definiert dureh

}{ = {y E E: L(f -- y) = Ilf - 1'0

eine Stiitzhyperebene an Kill-V 11(/) mit Vo in }{ ist. J't;-v bezeichne dieo _ 0

Menge aller Stiitzhyperebenen an KIIt-vif) im Punkt Vo .

Fur jedes v aus E sei auJ3erdem £;,,-o(vo) die Menge aller Hyperebenen }{
in Emit Vo in }{, so daJ3 v und f eeht auf der gleiehen Seite von }{ liegen.

Ais letztes Hilfsmittel ben6tigen wir einen 3. Hilfssatz:

HILFSSATZ 3. Gegeben seien fund Vo aus Emit f =1= Vo und ein reelles ,\ mit
o < ,\ ~ llif - 1'0 II. Dann gilt fur jedes v aus KA(vo) und fur jedes }{ aus
J'~_v : }{ (\ (f + {(X(v - f): (X ElK}) ist einelementig.

o

Beweis. Wegen }{ E £;,-vo ist infhEH lif - h II == Ilf - 1'0 II. Fiir jedes
v E KA(co) gilt auBerdem:

lif - (f + Vo - v)11 = II Vo - v II < ,\ "'; -~ lif - 1'0 II·

Deshalb falgtf - v + Vort}{ und, da VoE}{ liegt,

{(X(v - f): (X ElK} (\ (H - 1'0) = {OJ.

Daraus ergibt sieh die Behauptung.
Nun k6nnen die Kolmogoroff-Mengen 1. Art dureh Eigensehaften von

Hyperebenen eharakterisiert werden.

DEFINITION 3. Es sei V eine niehtleere Teilmenge von E und 1'0 ein
Element aus V. V heiBt }{-reguliir in Vo , wenn fUr jedes Element f aus E\ V,
fUr jedes Element v aus V mit £;,-voenthalten in £;',,,(1'0) und fUr alle reellen ,\
mit 0 < ,\ ~ i Ilf - 1'0 II ein Element VA aus Vund ein H aus £;,-voexistieren,
so daJ3 folgende Bedingungen erfUlIt sind:
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(a) Fur

{v'} H n U -+ {f3(c,\ - f) : f3 E 11<))
und

( \1
'I

gilt:
fund 1',1 liegen echt auf del' gleichen Seite von (v" -- v') -+ H

(b) 1',\ - 1'0 il < .\

V heiJ3t H-regular, wenn V in jedem Punkt H-reguliir ist.

Dann lautet del' Charakterisierungssatz fUr Kolmogoroff-Mengen 1. Art:

SATZ l. Es sei Veine Teilmenge 1'On E. Dann ist V H-regular genau dann,
wenn V eine Kolnzogorofj~Menge I Art ist.

Del' Beweis stiitzt sich auf folgende Hilfssiitze:

HILFSSATZ 4. Es seien f; v lind /'0 Elemente von E. Dann sind folgende
Aussagen aquiualen t:

Einen Beweis findet man bei Brosowski [1].

HILFSSATZ 5. Eine Teillllenge 1/ eines norrnierten Raumes E sei in Vo aus
V H-regular. AujJerdem existiere fiir ein l ails E\ j7 ein valis V mit :10-,

. '0

enthalten in ~",(vO)' Dann ist 1'0 keine Minimalfijsung fiirf bezuglich V.

Beweis. Wegen del' Voraussetzungen existieren fUr aIte reellen .\ mit
o < A. ~ 1'/ -- "0!1 ein VA E V und ein HE :Yff - 1o mit: v,\ und f liegen echt
auf del' gleichen Seite von

(v" -- v') -1- H und es gilt 'I V,\ -- VO II <: A.

Da (1'" -- 1")1- If cine Hyperebene ist, existieren ein cell< und ein L E E* mit

(v" - v') -: Ii ~= {y E E: L(y) ci.

Deshalb ist Re LU) Re coderRe LU) < Re c. Es genugt, den Fall
Re LU) :> Re c zu betrachten (del' Beweis verliiuft im anderen Fall analog).
Wegen del' Voraussetzungen ist damit auch Re L(v,\) Re c.
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Nun ist v" nach Definition 3 folgendermal3en gebildet:

" f ii/- voil( f) 1'('1 li/~ voil) +1/- Vo I
v =, + III _ !' VA - = -II f' _ 'II '1' _ , IVA'

VA!I 'i, LA I LAI
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Wegen v' EO H ist v" EO (v" - v') -+ H und damit Re L(u") c= Re c. Nun kann
die Annahme III - Vo il c( ill - VA II zum Widerspruch gefUhrt werden. Es
folgt namlich:

" (III - Uo II) III - Vo II
Re L(v ) > Re c 1 - III _ v,\ Ii + I!f _ VA II Re c = Re c.

Dies ist ein Widerspruch und deshalb gilt ill - 1'0 > ilf - VA II, also ist
Vo tt Pv(f)·

Beweis von Satz 1. Zunachst sei V H-regular in Vo und Vo E Pv(f) fUr ein
I EO E\ V. Nach Hilfssatz 5 existiert deshalb zu jedem V EO V_ein H EO ~-vo mit
H tt ~.vCvo), dh. es existiert eine Stlitzhyperebene H an Kllt-vif) in 1'0' so
daB I und v nicht echt auf der gleichen Seite von H liegen. Da H E J~_l' ist,

o
existiert nach Hilfssatz 2 ein L EO };t-v mit

o

H = {y EO E: L(f - y) = III - Vo il}.

Also gilt fUr aIle w EO H: Re L(w) = Re Lf) -III - Vo fl. Flir fund v gilt
deshalb wegen Re L(f) > Re L(f) - U - Vo II:

Re L(v) c( Re L(f) - iii - 1'0 II = Re L(vo)·

Daraus ergibt sich Re L(v - vo) c( 0 fUr ein L EO };t-v .
o

Nach Hilfssatz 4 existiert dann ein LEO Et - v mit Re L(v - vo) c( 0, also
o

ist Veine Kolmogoroff-Menge 1. Art.
Nun seien einl EO E\ V und ein 1'0 EO V gegeben. AuBerdem existiere ein v EO V

mit ~-vo C ~.v(vo)' Flir aIle H EO £;'-1'0 gilt also nach Voraussetzung, daB I
und v echt auf der gleichen Seite von H liegen. Dann gilt fUr aIle
LEO };t-v Re L(v) > Re L(vo). Also ist Re L(v - vo) > 0 fUr aIle L fcc E t - v .o 0

Da V nach Voraussetzung eine Kolmogoroff-Menge 1. Art ist, ist Vo ~~ Pv(j).
Nun sei ein reelles ,\ mit 0 < ,\ c( ! III - Vo il beliebig gewahlt. Wir

konstruieren ein VA EO V mit den gewlinschten Eigenschaften.
Es sei v: = ,\/(2111 - Vo 11)(f - vo) + vo· Wegen };t-v = };ii-V ist

o 0

Et - vo = Ev- vo und deshalb Re L(v - vo) > 0 fUr aIle LEO Ev- vo • Da Veine
Kolmogoroff-Menge 1. Art ist, ist Vo rt Pv(v). Deshalb existiert ein VA EO V mit
II v- v,\ II < 1/ v - Vo /1 = ,\/2 und

// VA - Vo II c( II VA - v II + II v - Vo 1/ < A.
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AuBerdem ist

MANFRED SOMMER

f- v,\ If - v + iJ - 1'1, i

= :u- Vo)( I - :\1(21/ - 1'01))1 + r - CA

< !!f -- Vo - Ai2 + Ai2 = iif-- Vo

Nun sei H E '~-ro beliebig, Man bilde I" und 1''' gemaI3 Definition 3. Wegen
III- v\ I -- VoI ~= I v" und r" I' (if 'Vo - VA !l(vl,-/)
ist V,l E {(''if -I (I --- ex)v": 0 ,x 1]. Es muB noch gezeigt werden, daB I
und 1'1, echt auf der gleichen Seite von (v"-- (") H liegen. Da nach
Voraussetzung I/= Vo und 0 A ~ I vo : ist, folgt nach Hilfssatz 3:

ist einelementig.
Wegen v', v" E (f _c_ {ex(c,\-/): el: Ec Il<\}) und v" E (1''' - v')+-- H ergibt sich

deshalb:

((v" - v') -I- H) n (f -:- {CY(VA - /): ex ElK})

= ((I'" '- 1") H) n (1''' - 1" +I + {a(v,\-f): CY ElK})

=: {ViI},

also ist {cyf + (1- (x)v": 0 ex I} n ((v" -- v') + H) =-
Nun existieren ein L E E* und ein C E= IK mit

c" -- r'f H {w: L(w) = cJ.

Da I ~ (v" - v') -I- if liegt, gilt entweder Re L(j) Re C Re L(c") oder
Re L(j) < Re c .,~ Re L(v"). Es geniigt, den Fall Re L(j) > Re C zu
betrachten.

Wegen v" E RdR',:f-vo'U) und I:I -- 1'1, <: III - 1'0 = I -- v" ist

Re c = Re L(v") = (1 - V~lj1.L) Re L(f) + ~: -- I<J; Re L(vl,)
,If- I A !I ,If - I'" 1,

(l ,_ I --- 1'0 II) , I,! I- Vo II '
"-f'---~Il Re CT -IIf-'-'I Re L(vi.),
,i', - lil:i '. -l'i1 ,!I

also ist

und damit

:: f'- V I',
,,"--__0_" Re C

iiI- v,\!i

( --- c II
--'.'c--_

o -'- Re L(v )f-- vl,)11 ,\

Re c <: Re L(v,\).

Also Iiegen fund 1',1 echt auf der gleichen Seite von (''' -- v' -I- H.
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3. EINBETTUNG VON KOLMOGOROFF~ME~GEN 1. ART MIT HILFE DES LOKALE~

KOLMOGOROFFSCHEN K RITERIUMS

Zur Formulierung des lokalen Kolmogoroffschen Kriteriums benotigt man
folgende Menge.

Es sei E ein normierter Vektorraum und V eine Teilmenge von E. ledem
Element 1'0 aus V ordnen wir die Menge der Elemente g aus E zu, fLir die gilt:
Fur jede Umgebung U von g und fLir aile positiven reellen E existiert eine
reelle Zahl 1) mit 0 < 1) <:: E und ein Element g' aus U mit 1'0 + Yj[( aus V.
Diese Menge ist ein nichtleerer abgeschlossener Kegel mit dem Scheitel O.
Man nennt sie K[uo ; V].

Dann lautet das lokale Kolmogoroffsche Kriterium:

HILfSSATZ I. 1st 1'0 eine Minimallosung far das Element f beziiglieh V,
so gilt/ar aile halls K[l'o : V]:

mill Re L(h) O.
LEEf_"o

Einen Beweis findet man bei Brosowski [I].

Unter Verwendung des globalen Kolmogoroffschen Kriteriums ergibt
sich sofort

FOLGERUNG I. 1st 1'0 Minimallosung Iiir I bezuglieh V, so ist 0 Minimal­
lOslingfurf- 1'0 bezuglieh K[vo ; V].

Das lokale Kolmogoroffsche Kriterium gilt fLir aile Teilmengen V von E,
fLir die 1'0 eine MinimaJlosung flir I ist. Man kann deshalb untersuchen,
ob man ein V so wahlen kann, daB unter der Bedingung, daB 1'0 Minimal­
IOsung fLir I bezuglich V bleibt, die Menge K[vo ; V] maximal win!. Dazu
dient der nachste Hilfssatz.

HILFSSATZ 2. Es sei Veine Teilmenge eines normierten Raumes E lind 1'0

aus Veine MinimallOsung Iur I beziiglieh V. AujJerdem sei ein E :> 0 beliebig
gegeben. Dann gilt liir jede M cnge

Ve := V u G (Kfvol!Cf) n Kivo)):
Ke(c,,)

(a) voEPc)f)

(b) ist 1'0 E Pv(j)fiir eine TeilmengeV von E, so ist K[vo ; ~T] C K[vo ; p'c]

(c)_ fur E1 :> 0, E~:> 0 gilt: K[vo; Vc,J = K[vo ; t\l, die Menge
K[vo ; Vel ist alsofiir jcde Wahl von E 0 gleieh



lIO MANFRED SOMMER

Beweis. (a) ist trivialerweise erfiillt wegen der Konstruktion von V•.
(b) Es sei }i- eine Teilmenge von Emit Vo E p(;(f) und g E K[vo ; 1:;') mit

g oF O.

(i) {vo + Ag: A O} ()~If."'oli(f)

Naeh Folgerung 1 gilt: 0 E PK[vo;v]«( vol und deshalb ist VoE P"o+K[vo;V](f).
Da {uo + Ag: A O} C Vo + K[vo ; V) ist, folgt die Behauptung.

(ii) g E K[vo ; V.] fiir aile E > O.

Es sei EO mit 0 < to cC::; mine I, E) fUr ein E 0 und die Umgebung U == K, (g)
1

gegeben, wobei 0 < tl EO ist. Man bilde g' E U mit

g' ~= g -l- g g

FUr

gilt dann ii Vo - (vo +- 'l]g')il ::"~iE12 ·_",~E. Also ist Vo 'l]g' E K.(vo) ()
{vo + Ag: A OJ. Wegen (i) ist

1'0 +- 'l]g' E C (Kllf-volt(f) () Klvo»
K.(170)

und damit 1:0 -f- 'l]g' E V,. Wegen der Definition von K[vo ; V.l ist deshalb
g E K[vo ; PO,]. Da auf3erdem stets 0 E K[vo ; }i'] () K[vo ; ~/.] gilt, folgt
K[vo ; V] C K[vo ; V.].

(e) Es sei E1 > 0, EZ > O. Da Vo E P v (f) () P v (f) gilt, ist naeh (b)
,_, , ""-' , €} ':'-' E2 '"'"

sowohl K[vo ; V.) C K[vo ; V.J als aueh K[oo ; V,,] C K[vo ; V.J

Da K[vo ; V.] fUr jedes E > 0 gleich ist, wird diese Menge ab sofort nur
noch mit K[vo ; V] bezeiehnet.

Aus Hilfssatz 2 ergibt sich folgende Erweiterung des lokalen Kolmo­
goroffschen Kriteriums:

HILFSSATZ 3. 1st Vo eine Minimallosungfurfbezuglich V, so giltfur alle h
aus K[vo ; V]:

Als naehstes soil gezeigt werden, daB jede Kolmogoroff-Menge 1. Art V fUr
ein beliebiges Element Uo aus V in 1'0 K[vo ; ell enthalten ist. Wie ein
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Beispiel zeigen wird, ist dies fUr 1'0 + K[uo ; V] im allgemeinen nicht der Fall.
FLir diese Einbettung w{ihlt man eine andere Charakterisierung der
Kolmogoroff-Mengen I. Art.

DEFINITION I. 1'0 heiGt ein so/arer Punkt von V, wenn fUr jedes Ellement!,
fUr das 1'0 eine Minimallosung bezuglich V ist, und fUr aile ;\ 1 gilt: L'o ist
Minimallosung fUr 1'0 + ;\(/ - 1'0) beziiglich V. 1st jeder Punkt von V solar,
so heiGt Veine ('i-Sonne.

SATZ I. Fur eine Teilmenge V von E sindfo/gende Aussagen g/eichwertig:

(a) V ist eine Ko/mogorofl-Menge I. Art
(b) V ist eine ('i-Sonne
(c) V ist regu/dr
(d) V ist H-regu/ar

(b) <> (c) wurde von Brosowski [I] bewiesen.

SATZ 2. Eoi' sei Veine Teilmenge eines normierten Raumes E und i~'o aus V
sei ein so/arer Punkt von V. 1st 1'0 Minimal/osung fur f aus E beziiglich V,
so gilt:

VC 1'0 + K[vo ; V].

Beweis. (a) Es existiere kein f E E\ V mit 1'0 E Pv(j). Da aber dann
{Vo} ~~ Pv(vo) ist, bilde man wie in Hilfssatz 2 fUr f ~= 1'0 und ein
E > 0 i?< == V U K«vo)' Dann gilt aber K[vo ; i?] =-= E und somit ist
V C 1'0 -f- K[vo ; V].

(b) Es sei f E E\ V mit 1'0 E Pv(j). Man bilde fUr ein E > 0 K[vo ; f].
Nun sei 1\ E V. Da 1'0 ein solarer Punkt von V ist, also nach Satz I das

globale Kolmogoroffsche Kriterium erfiiIIt, gilt

(lj

Es sei a : = infLEz Re L(1'1 -- 1'0)' Wegen (l) ist a O. Da };f-,' a{ E*, E)-
kompakt und Re L(~'1 - 1'0) in L E E* a(E*, E)-stetig ist, ist die Menge

J{ = {L E };f--vo : Re L(I,! - 1'0) = a}

nichtleer. Sie ist auGerdcm konvex und a(E*, E)-abgeschlosscn und als
Tcilmenge von l,~f_'" somit a(E*, E)-kompakt, besitzt also nach Krein-

o
Milman Extremalpunktc. Also existicrt ein Extremalpunkt L von!! mit
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we col K[vo : rl

Dieses List deshalb auch ein Extremalpunkt von };t-v . Fur dieses L E E f - v
o "und alle A 0 gilt:

Re [(1'0 -+ '\(1:1 - co)) 'c_cc Re [(vo) -+ ;\ Re L(v i - vo)

Re L(vo)'

Wegen Re L(j) •..~ Re L(vo) T f -- 1'0 > Re L(vo) liegen deshalb fund
die Menge {vo -I A(Vl- vo): ,\ OJ nicht auf der gleichen Seite von der zu L
gehorigen Stiitzhyperebene H an Ki!f- co!/f) in Vo mit

11 = {x c E: [(I - x)

Deshalb gilt: {co A(V1 -- vol: A O} n Kif-V 11(j),~ . Nun kann der
o

Beweis von Hilfssatz 2(b) auf das Element g V1 - 1'0 angewendet werden,
Daraus ergibt sich:

Dnter Verwendung von Satz 1 ergibt sich:

FOLGERUNG 2, Es sei V eine KolmogorofJ-Menge I. Art in einem normierten
Raum E 1st 1'0 aus V Minimallosungfiirf aus E beziiglich V. so gilt:

Satz 2 und Folgerung 2 haben gezeigt, daB sich eine Kolmogoroff-Menge J.
Art V in cine Menge der Form 1'0 -t- K[I'o ; V] einbetten JaBt, wobei aber
K[vo ; V] nach Hilfssatz 2 nur mit Hilfe von V gebildet werden kann. Nun ist
es sagar moglich, zu allen Kolmogoroff-Mengen I. Art V, die ein gemein­
sames Element 1'0 besitzen, welches Minimallosung fUr ein f aus E ist, eine
gemeinsame Obermenge der Form vo + K[vo ; j:-~-], wobei rv eine beliebige
Kolmogoroff-Menge I. Art der eben beschriebenen Art ist, so zu linden,
daB Vo auch Minimallosung fur f beziiglich CuT' K[vo ; TV] ist.

SATZ 3. Es sei'Y~,,,o das System aller Teilmengen W eines normierten
Raumes E mit Co aus W, Co ist solarer Punkt von W undf aus E besitzt Co als
Minimal/osung beziiglich W. Dann besitzt "0"'0 das maximale Element
Co -+- K[z'o ; t:T], wo Vein beliebiges Element von 'f~,,,o ist, dh, fiir alle Waus
1~.vo gilt:

Beweis. Es sei ein V '/;,1'0 gegeben, Zunachst wird gezeigt, daB
1'0 -+ K[vo : r-] 'I~,l'o ist.
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(a) Da 1'0 E PvU) ist, gilt nach HiIfssatz 2 fUr jedes E > 0:
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Nach Folgerung 1 ist dann 1'0 E PVot-K["o;V](J}

(b) Es sei ein gEE mit 1'0 EO PVo+K[vo;v](g) gegeben. Da K[vo ; r,-:-] ein
Kegel mit ScheiteI 0 ist, gilt fUr alle 1\ 1:

, inf ~ A(g --, 1'0) - k' :'
k EK[vo;V]

~"\ , inf ~ ikg - 1'0) - ~k'
k EK[vo;V] II A

= 1\ " inf _ I(g - 1'0) - k" II
k EK[<'o;V]

= AI g - 1'0:1

nach Voraussetzung. Also ist 1'0 E P~o ,-K[u
o

; P](1'o + A( g - 1'0)) und damit ist 1'0

ein soIarer Punkt von 1'0 + K[l'n : V].
Nun sei ein W E i~.vo gegeben.

Da 1'0 ein solarer Punkt von Wist, gilt nach Satz 2:

we 1'0 + K[vo ; TV].

Auf3erdem gilt fUr beliebiges V E '/~.I' und fUr jedes E > 0 nach Hilfssatz 2_ 0_ _

wegen 1'0 E P IV U): K[vo : TV] e K[vo : II] und daraus folgt we 1'0 +K[l'o; V].
Da nach Hilf;satz 2 wegen 1'0 E Pp (f) auch K[zoo: T'>] e K[vo : TV] folgt, ist
fLir je zwei Elemente V, W E i~, <.

'0

K[vo : rf/] = K[vo : I'>].

Also ist das maximale Element 1'0 --]- K[vo : r7] von'/~"o cindeutig.
Dieses maximale Element von i~'Vll ist fUr .f 'Ole 1'0 von E verschieden.

Denn Vo ist eine Minimallosung fUr f beziiglich 1'0 + K[ro : r;'] und deshalb
ist f ¢' 1'0 + K[vo ; V].

Satz 3 kann insbesondere auf Kolmogoroff-Mengen I. Art angewendet
werden. Dann ergibt sich:

FOLGERUNG 3. Es sei V eine Kolmogor()fl-Menge 1. Art. Dann existiert zu
jedem 1'0 aus V ein "F~,vo und V besitzt in diesem Mengensystem ein maximales
Element. Istf c/= 1'0 , so ist diese Obermellge von E verschieden. 1m allgemeinell
sind diese Obermellgell der Form 1'0 -[' K[vo ; V] keine Kolmogoroff-Mengen I.
Art.
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Ein Beispiel soil zeigen, daB es notwendig war, die Menge K[vl) ; V] zu
K[vo : V] zu erweitern, um die Einbettung yon Kolmogoroff-Mengen I. Art
in Mengen 1'1) - - K[ro : V] zu erhalten.

Beispiel. Es sei E [I;\;~ und in [1;\;2 sei die Maximumsnorm !I(x, Y)II ;
max(1 x I, I Y I) gegeben. Dann gilt flir die Menge V=~ {(x, y): x 0, Y 0,
x2 y2 I} und die Elemente f' ~= (0, 0) aus E, VO ~~~ (\/2/2, v"L/2) aus k':

AuBerdem ist K[l'o; V] {(x, y): x I' OJ.
Da Veine ex-Sonne und damit nach Satz l eine Kolmogorotf-Menge I. Art

ist, gilt V E 1/;"0' Wegen Vo + K[vo : V] {(x, y): x y v2} ist V keine
Teilmenge von Vo --+- K[vo ; V]. Nach Foigerung 2 ist aber V in VI) K[vl) : //]
enthalten.
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